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01 THÉORÈME DE VAN KAMPEN
POUR LES CHAMPS ALGÉBRIQUES
Vinent Zoonekynd
<zoonekmath.jussieu.fr>
Abstrat
We dene a ategory whose objets are nite étale overings of an
algebrai stak and prove that it is a Galois ategory and that it allows
one to ompute the fundamental group of the stak.
We then prove a Van Kampen theorem for algebrai staks whose
simplest form reads: Let U and V be open substaks of an algebrai
stak X with X = U ∪ V , let P be a set of base points, at least one
in eah onneted omponent of X, U , V and U ∩ V , then there is a
oartesian square of fundamental progroupoids
pi1(U ∩ V, P ) pi1(U, P )
pi1(V, P ) pi1(X, P ).
Introdution
Le groupe fondamental d'un espae topologique (semi-loalement simple-
ment onnexe) peut se dénir de deux manières : à l'aide de hemins traés
sur et espae ou à l'aide de ses revêtements. Cette deuxième dénition se
généralise aisément aux shémas : la atégorie des revêtements nis d'un
shéma X , i.e., la atégorie dont les objets sont les morphismes étales nis
Y X et dont les morphismes (Y X) (Y ′ X) sont les diagrammes
ommutatifs
Y Y ′
X
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est galoisienne, i.e., équivalente à la atégorie des ensembles nis munis d'une
ation ontinue d'un ertain groupe proni, uniquement déterminé (à isomor-
phisme non unique près) ; 'est e groupe que l'on dénit omme le groupe
fondamental proni du shéma X .
Nous nous intéressons à la généralisation de es résultats aux hamps
algébriques [LM, V℄, qui apparaissent par exemple dans l'étude des espaes
de modules de ourbes : on peut les voir omme des  objets géométriques
 qui  ressemblent loalement , pour la topologie étale, à des quotients
de shémas par des groupes nis, ou omme des analogues algébriques des
orbifolds [T, MP℄. On peut dénir le groupe fondamental d'un hamp al-
gébrique à l'aide de shémas simpliiaux [O, F℄ où à l'aide de faiseaux étales
loalement onstants nis [L, M1, Z2℄ qui jouent le rle des revêtements.
Une dénition du groupe fondamental d'un hamp algébrique à l'aide d'une
atégorie de revêtements est problématique, ar les hamps algébriques ne
forment pas tant une atégorie qu'une 2-atégorie. Nous montrons omment
dénir ette 1-atégorie de revêtements (dénitions 2.3, 3.1) et montrons
qu'elle est galoisienne et équivalente à la atégorie des faiseaux étales loale-
ment onstants nis (théorème 3.2) : elle permet don de aluler le groupe
fondamental d'un hamp.
Nous nous intéressons ensuite à l'un des moyens de aluler des groupes
fondamentaux : le théorème de Van Kampen. Sous sa forme lassique, il
permet de aluler le groupe fondamental d'une réunion U ∪ V , onnaissant
elui des moreaux U , V et de leur intersetion U ∩ V , sous réserve tout
soit onnexe. Il peut aussi se formuler en termes de groupoïdes [B℄, e qui
permet de se libérer des hypothèses de onnexité. Le théorème de Van Kam-
pen est déjà onnu pour les orbifolds : il est par exemple démontré par [H℄
à l'aide d'espaes lassiants ou par [P, 4.13℄ à l'aide de la propriété uni-
verselle dénissant le groupoïde fondamental. Quant-à nous, 'est à l'aide de
la théorie de la desente [G℄ que nous établirons un théorème de Van Kam-
pen pour le groupoïde fondamental d'un hamps algébrique, et retrouverons
don le résultat pour les orbifolds (théorème 5.1).
Voii maintenant le plan de e travail.
Dans une première setion, nous rappelons la dénition du groupe fon-
damental d'un hamp algébrique à l'aide de faiseaux étales loalement on-
stants nis [L, M1, Z2, Z1℄.
Dans une seonde setion, nous onsidérons une 2-atégorie C et un ob-
jet X ∈ ObC et nous dénissons la 2-atégorie C/X des objets de C au
dessus de X , puis la 1-atégorie assoiée ; nous montrons que es notions se
omportent  bien  vis-à-vis des produits brés.
Dans une troisième setion, nous utilisons es onstrutions pour dénir
la 2-atégorie des revêtements étales nis d'un hamp algébrique X , omme
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une sous-atégorie pleine de la 2-atégorie Champs/X des hamps au dessus
de X , puis montrons que la 1-atégorie assoiée est équivalente à la atégorie
des faiseaux étales loalement onstants nis sur X : elle permet de aluler
le groupe fondamental.
Dans une quatrième setion, nous énonçons un théorème de Van Kampen
pour le alul du groupoïde fondamental d'un topos dans lequel on a hoisi
des points-base et le démontrons à l'aide du théorème de Van Kampen 
usuel  exprimé en termes de données de desente.
Dans une inquième et dernière setion, nous appliquons e théorème au
as des hamps algébriques.
1 Groupoïde fondamental d'un hamp
algébrique
Nous rappelons brièvement les résultats de [L℄ et [Z1, Z2℄ dénissant le
progroupoïde fondamental d'un topos loalement onnexe, en partiulier du
topos des faiseaux étales sur un hamp algébrique, à partir de la sous-
atégorie des objets loalement onstants, qui est équivalente au topos las-
siant d'un progroupoïde.
Notations 1.1.  Si T est un topos, nous noterons ∅ son objet initial et ∗
son objet nal.
Dénition 1.2.  Un objet X d'un topos T est onnexe si pour tout
isomorphisme X ≃ A∐ B, on a A ≃ ∅ ou B ≃ ∅.
Dénition 1.3.  Un topos est loalement onnexe s'il est engendré par
ses objets onnexes ou, e qui revient au même, si le fonteur objet onstant Ens TI IT =∐
i∈I
∗
(où Ens désigne la atégorie des ensembles) possède un adjoint à gauhe,
noté pi et appelé fonteur  omposantes onnexes .
Dénition 1.4.  Un objet F d'un topos T est trivialisé par un objet U
si sa restrition F |U = (F × U U) est un objet onstant de T /U .
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Dénition 1.5.  Un objet F d'un topos T est loalement onstant s'il
existe un rible R ouvrant l'objet nal ∗ tel que tous les objets onnexes de R
trivialisent F .
Dénition 1.6.  Un point d'un topos T est un morphisme de topos
depuis le topos pontuel (la atérorie des ensembles), i.e., Ens T .
Les points d'un topos T et leurs isomorphismes forment un groupoïde
que nous noterons Points T .
Si G est un groupoïde, nous noterons BG son topos lassiant, i.e., la
atégorie des préfaiseaux sur le groupoïde opposé à G. Par exemple, si G
est un groupe, BG est la atégorie des ensembles munis d'une ation de G à
gauhe.
Théorème 1.7.  Soit T un topos loalement onnexe.
Pour tout rible R ouvrant l'objet nal ∗ de T , la sous-atégorie
pleine LC(T , R) des objets loalement onstants trivialisés par les
objets onnexes de R est équivalente au topos lassiant du groupoïde
Points LC(T , R) des points de LC(T , R).
La sous-atégorie pleine SLCT des somme disjointes d'objets
loalement onstants de T est un topos qui s'identie à la 2-limite
projetive des topos lassiants de groupoïdes LC(T , R),
SLCT = 2-lim
R∈J(∗)
LC(T , R).
Démonstration : Voir [L℄. 
Dénition 1.8.  Un point-base d'un topos loalement onnexe T est un
morphisme de topos Ens SLCT .
Remarque 1.9.  Un point-base de T dénit une omposante onnexe de
SLCT et même de LC(T , R) : on peut le démontrer omme suit. D'après
[Z1, I.1.11.a℄, les omposantes onnexes de SLCT sont exatement elles de
LC(T , R). Or, d'après [L, 3.2.8℄,
LC(T , R) ≈ B Points LC(T , R),
où B Points LC(T , R) désigne le topos lassiant du groupoïde des points
de LC(T , R). Don un point de SLCT dénit un point de LC(T , R)
Ens SLCT LC(T , R),
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i.e., un objet du groupoïde Points LC(T , R), don une omposante onnexe
de e groupoïde, don une omposante onnexe de son topos lassiant.
Un hoix de points-bases P = (pi : Ens SLCT )i∈I , ave au moins
un point-base dans haque omposante de SLCT , permet de dénir des
groupoïdes pi1(T , R, P ), dont l'ensemble des objets est P , et des équivalenes
LC(T , R) ≈ B pi1(T , R, P ). On a don
B  lim
R∈J(∗)
pi1(T , R, P ) := 2-lim
R∈J(∗)
B pi1(T , R, P ) ≈ SLCT .
Nous dirons que pi1(T , P ) = 2-lim
R∈J(∗)
pi1(T , R, P ) est le progroupoïde fon-
damental de T .
Notations 1.10.  Par hamp algébrique, nous entendrons toujours 
hamp de DeligneMumford  [DM, LM, V℄. Les hamps algébriques forment
une 2-atégorie Champs dont les 2-morphismes sont des isomorphismes.
Dénition 1.11.  Le site étale X
ét
d'un hamp algébrique X a pour ob-
jets les morphismes étales f : T X, où T est un shéma, pour morphismes
f f ′ les ouples (ϕ : T T ′, α : f ′ϕ f)
T
ϕ
f
T ′
α
f ′
X
et pour familles ouvrantes les familles épimorphiques.
Lemme 1.12.  Soit X un hamp algébrique. Considérons le site X ′
ét
,
dont les objets sont les morphismes étales f : T X, où T est un hamp
algébrique, dont les morphismes sont les ouples (ϕ : T T ′, α : f ′ϕ f)
T
ϕ
f
T ′
α
f ′
X,
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modulo la relation d'équivalene
(ϕ, α) ∼ (ϕ′, α′)⇐⇒ ∃β
T
f
ϕ
ϕ′
β T ′
f ′
X
2-ommutatif
⇐⇒ ∃β : ϕ ϕ′ tel que
f ′ϕ
α
f ′β
f ′ϕ′
α′
f
et dont les familles ouvrantes sont les familles épimorphiques.
Les topos Sh X
ét
et Sh X ′
ét
sont équivalents.
Démonstration : On a un fonteur pleinement dèle X
ét
X ′
ét
, la topologie
sur X
ét
est la trae de elle sur X ′
ét
et tout objet de X ′ peut être reouvert
par des objets de X
ét
: d'après le lemme de omparaison [SGA4, III 4.1℄, on
a don une équivalene de atégories
Sh X
ét
≈ Sh X ′
ét
. 
Théorème 1.13.  Le topos des faiseaux étales sur un hamp al-
gébrique X est loalement onnexe ; on dénit alors
pi1(X) = pi1 SLCSh Xét.
Démonstration : Voir [Z1℄. 
Remarque 1.14.  Ces résultats ont des analogues pronis. Soit T un
topos loalement onnexe.
Un objet loalement onstant F est dit loalement onstant ni si
pour tout objet U trivialisant F , la restrition F |U = (F × U U) est
un objet onstant ni de T /U , i.e., une somme disjointe nie de opies de
l'objet nal de T /U .
La sous-atégorie pleine SLCFT des sommes disjointes d'objets loale-
ment onstants nis est équivalente au topos lassiant d'un groupoïde proni.
Un point-base proni de T est un morphisme de topos Ens SLCFT .
Si P est un ensemble de points-bases pronis de T , au moins un dans
haque omposante onnexe de SLCFT , on dénit le groupoïde fonda-
mental proni de T omme
pi1(T , P ) = pi1(SLCFT , P ).
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On a alors SLCFT ≈ Bpi1(SLCFT , P ).
2 Interlude sur les 2-atégories
On peut dénir le groupe fondamental (proni) d'un shéma X à l'aide
de faiseaux loalement onstants nis ou à l'aide de revêtements étales, i.e.,
de morphismes étales et nis vers X . Cette seonde desription du groupe
fondamental ne s'étend pas immédiatement au as où X est un hamp al-
gébrique : en eet, les morphismes étales nis Y X ne forment pas une
atégorie mais sont des 1-morphismes dans une 2-atégorie  omment en
faire une atégorie ?
Étant donnés une 2-atégorie C et un objet X de C, nous allons donner
une dénition de la 2-atégorie C/X des objets au dessus de X et de la
atégorie Cat(C/X) assoiée à ette 2-atégorie, de sorte que la notion de
2-produit bré au dessus de X se transforme d'abord en 2-produit puis en
produit. Nous utiliserons es notions pour onstruire une 2-atégorie Rev X
puis une atégorie Cat Rev X dont les objets sont les revêtements du hamp
algébrique X et montrerons qu'elle est équivalente à la atégorie LCFSh X
des faiseaux étales loalement onstants nis sur X .
Dénition 2.1.  La atégorie Cat C assoiée à une 2-atégorie C a pour
objets les objets de C et pour morphismes les lasses d'isomorphisme de 1-
morphismes de C.
Lemme 2.2.  Un 2-produit dans C devient un produit dans Cat C.
Démonstration : Soient X et Y deux objets de C. Montrons que leur 2-
produit-bré X 2× Y dans C est aussi leur produit bré dans Cat C.
(a) Le produit de X et Y dans Cat C est un diagramme
X × Y
p1
p2
X
Y,
tel que pour tout diagramme
T
q1
q2
X
Y
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il existe un unique morphisme ϕ : T X × Y tel que
T
q1
q2
ϕ
X × Y p1
p2
X
Y
ommute.
(b) D'après la dénition de Cat C, ette propriété s'érit aussi : pour tout
diagramme
T
q1
q2
X
Y
il existe un morphisme ϕ : T X × Y et des isomorphismes α1 : p1ϕ q1,
α2 : p2ϕ q2
T
ϕ
q1
q2
X × Y
α1
α2
p1
p2
X
Y,
de plus, le morphisme ϕ est unique à isomorphisme (non unique, a priori)
près.
() Par ontre la propriété 2-universelle du 2-produit-bré s'érit : pour
tout diagramme
T
q1
q2
X
Y
il existe un morphisme ϕ : T X×Y et des 2-isomorphismes α1 : p1ϕ q1,
α2 : p2ϕ q2
T
ϕ
q1
q2
X × Y
α1
α2
p1
p2
X
Y,
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de plus, le morphisme ϕ est unique à unique isomorphisme près, au sens
suivant : si
T
ϕ
X × Y
α′
1
α′
2
p1
p2
X
Y
est un autre diagramme omme i-dessus, il existe un unique isomorphisme
T
ϕ
ϕ′
γ X 2× Y
tel que le diagramme
T q1
q2
ϕ
ϕ′
X × Y p1
p2
X
Y
soit 2-ommutatif, i.e., les diagrammes
p1ϕ
p1γ
α1
p1ϕ
′
α′
1
q1
et
p2ϕ
p2γ
α2
p2ϕ
′
α′
2
q2
ommutent.
La ondition () implique don bien la ondition (b). 
Dénition 2.3.  Soit X un objet d'une 2-atégorie C. La 2-atégorie C/X
des objets de C au dessus de X a pour objets les 1-morphismes f : Y X de
C, pour 1-morphismes (Y, f) (Z, g) les ouples (ϕ : Y Z, α : gϕ f)
Y
ϕ
f
Z
g
α
X
9
et pour 2-morphismes (ϕ, α) (ψ, β) les 2-morphismes
Y
ϕ
ψ
γ Z
tels que le diagramme
Y
ϕ
ψ
γ
f
Z
g
X
β
soit 2-ommutatif, i.e., le diagramme suivant ommute.
gϕ
gγ
α
gψ
β
f
Lemme 2.4.  Le fonteur d'oubli{
C/X C
(Y X) Y
transforme les 2-produits en 2-produits-brés.
Démonstration : (a) Un 2-produit Y × Z dans C/X est un diagramme
Y × Z
p2
p1
Z
Y
tel que pour tout diagramme
T
q2
q1
Z
Y
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il existe un morphisme ϕ et des 2-morphismes α1, α2,
T q2
q1
ϕ
Y × Z
α2
α1
p2
p1
Y
Z,
tels que pour tout autre diagramme
T q2
q1
ϕ′
Y × Z
α′
2
α′
1
p2
p1
Y
X,
il existe un unique isomorphisme
T
ϕ
ϕ′
γ T ′
tel que le diagramme
T q2
q1
ϕ
ϕ′
Y × Z p2
p1
Z
Y,
soit 2-ommutatif, i.e.,
p1ϕ
p1γ
α1
p1ϕ
′
α′
1
q1
et
p2ϕ
p2γ
α2
p2ϕ
′
α′
2
q2
(b) D'après la dénition de C/X , le 2-produit X 2× Y est un diagramme
Y 2× Z
p2
p1
Z
Y X
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tel que pour tout diagramme
T
q2
q1
Z
Y X
il existe ϕ, α1, α2 rendant le diagramme suivant 2-ommutatif,
T q2
q1
ϕ
Y 2× Z
α2
α1
p2
p1
Z
Y X
et tel que pour tout autre diagramme 2-ommutatif
T q2
q1
ϕ′
Y 2× Z
α′
2
α′
1
p2
p1
Z
Y X
il existe un unique isomorphisme
T
ϕ
ϕ′
γ Y 2× Z
tel que
T
ϕ
ϕ′
Y 2× Z
X
et
T q2
q1
ϕ
ϕ′
Y 2× Z p2
p1
Z
Y X
soient 2-ommutatifs (mais omme le premier diagramme est ontenu dans
le seond, on peut l'oublier).
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() En remarquant que tout diagramme
T Y
β
Z
α
X
dénit un diagramme
T Y
Z
βα−1
X
et que réiproquement, tout diagramme
T Y
Z
γ
X
dénit un diagramme
T Y
γ
Z
Id
X,
on voit que le produit bré Y 2× Z dans C/X est un diagramme
Y 2× Z
p2
p1
Z
Y
β
X
tel que pour tout
T
q2
q1
Z
Y
γ
X
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il existe un diagramme 2-ommutatif
T q2
q1
ϕ
Y 2× Z
α2
α1
p2
p1
Z
Y X
et tel que pour tout autre diagramme 2-ommutatif
T q2
q1
ϕ
Y 2× Z
α′
2
α′
1
p2
p1
Z
Y X
il existe un unique isomorphisme
T
ϕ
ϕ′
γ Y 2× Z
tel que
T q2
q1
ϕ
ϕ′
Y 2× Z p2
p1
Z
Y X
soit 2-ommutatif. Mais il s'agit de la propriété 2-universelle dénissant le
2-produit-bré Y 2× XZ dans C. 
Remarque 2.5.  En général, Cat (C/X) 6≈ (Cat C)/X. Considérons par
exemple la 2-atégorie C dénie par
ObC = { X, Y } Ob hom(Y, X) = {a}
hom(X, X) = {IdX} Hom(a, a) = {Ida, α}
hom(Y, Y ) = {IdY } α
2 = Ida
Hom(X, Y ) = ∅.
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Y Xa
α
La atégorie Cat (C/X) a alors a pour seul objet et {Ida, α} pour mor-
phismes, alors que (Cat C)/X a a pour seul objet et Ida pour seul morphisme.
Nous n'utiliserons pas le résultat suivant par la suite.
Lemme 2.6.  Soit U X un objet d'une 2-atégorie C. On a une équiv-
alene de 2-atégories (C/X)/U ≈ C/U .
Démonstration : Notons u : U X . Nous allons dérire les 2-atégories
C/U et C/X/U et onstater qu'elles sont équivalentes.
(a) La atégorie C/U a pour objets les f ′ : F U , pour morphismes
(F, f ′) (G, g′) les (h : F G, δ : g′h f ′)
F
h
f ′
G
g′
δ
U,
et les 2-morphismes
(F, f ′)
(h, δ)
(k, ζ)
η (G, g′)
sont les 2-morphismes
F
h
k
η G tels que
g′h
g′η
δ
g′k
ζ
f ′.
ommute.
(b) La atégorie C/X/U a pour objets les (F, f : F X, f ′ : F U, α :
uf ′ f)
F
f ′
f
U
u
α
X,
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pour 1-morphismes (F, f, f ′, α) (G, g, g′, β) les (h : F G, γ : gh
f, δ : g′h f ′),
F
h
f
G
g
γ
X
F
h
f ′
G
g′
δ
U
tels que le diagramme
uf ′
α
ug′h
uδ
βh
f ghγ
ommute, (on remarquera que la ondition dénit γ en fontion de δ, on peut
don voir un 1-morphisme omme la donnée de h et δ tout seuls) et pour
2-morphismes
(F, f, f ′, α)
(h, γ, δ)
(k, ε, ζ)
(G, g, g′, β)
les F
h
k
η G tels que
gh
gη
γ
gk
ε
f
et
g′h
g′η
δ
kg′
ζ
f ′
ommutent.
() On dénit alors un 2-fonteur
C/U C/X/U
F
f ′
U
A
f ′
uf ′
U
u
X
F
h
f ′
G
g′
δ
U
F
h
f ′
G
g′
δ
U
F
f
k
η G
g′h
g′η
δ
g′k
ζ
f ′
F
f
k
η G
gh
gη
γ
gk
ε
f
g′h
g′η
δ
g′k
ζ
f ′
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Ce 2-fonteur est essentiellement surjetif, ar pour tout objet (F, f, f ′, α)
de C/X/U , on a un isomorphisme
(F, uf ′, f ′, Id)
(Id, Id, α)
(F, f, f ′, α)
Montrons que e 2-fonteur est pleinement dèle, i.e., que l'on a des
équivalenes (et même, en fait, des isomorphismes) de atégories
homC/U
(
(F, f ′), (G, g′)
)
hom
(
(F, uf ′, f ′, Id), (G, ug′, g′, Id)
)
.
Tout d'abord les objets, à droite omme à gauhe, sont les diagrammes
F
h
f ′
G
g′
δ
U
D'autre part, à gauhe les morphismes sont les
F
h
k
η G
g′h
g′η
δ
g′k
ζ
f ′
et à droite e sont les
F
h
k
η G
g′h
g′η
δ
g′k
ζ
f ′
tels que
gh
gη
γ
gk
ε
f
ommute
or ette dernière ondition est automatiquement vériée. 
3 Interprétation géométrique des revêtements
d'un hamp algébrique
On noteChamps la 2-atégorie des hamps algébriques. SiX est un hamp
algébrique, on note LCFSh X la atégorie des faiseaux étales loalement
onstants nis surX : on sait que ette atégorie est galoisienne (theorème 1.7
et remarque 1.14) et qu'elle permet de aluler le groupe fondamental proni
de X . Nous allons montrer qu'elle est équivalente à une atégorie dont les
objets sont les revêtements étales de X .
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Dénition 3.1.  La 2-atégorie Rev X des revêtements d'un hamp al-
gébrique X est la sous-2-atégorie pleine de Champs/X onstituée des mor-
phismes Y X étales nis.
Théorème 3.2.  Soit X un hamp algébrique. On a une équiva-
lene de atégories
LCFSh X ≈ Cat Rev X.
Démonstration : D'après [V℄, on peut supposer que X = [U/R], où R U
est un groupoïde étale dont la diagonale est quasi-ompate et séparée et
on peut identier les faiseaux étales sur X aux faiseaux équivariants sur
e groupoïde. Nous regarderons don les objets de LCFSh X omme des
revêtements étales équivariants du groupoïde R U .
Considérons alors le fonteur
F :

LCFSh X Cat Rev X
F
R U
[F/R]
X.
(a) Montrons que le fonteur F est bien déni.
(a1) Le groupoïde R× F F est étale.
(a2) Montrons que sa diagonale R × F F est séparée : on a un arré
ommutatif (mais pas artésien)
R×
U
F
(pr2, α)
1×f
F × F
f×f
R
(s, b)
U × U,
où 1× f et (s, b) sont séparés, don (f × f) ◦ (pr2, α) = (s, b) ◦ (1 × f) est
séparé, don (pr2, α) est séparé.
(a3) Montrons que la diagonaleR×F F est quasi-ompate. Rappelons
qu'un morphisme de shémas ϕ : A B est quasi-ompat si et seulement
s'il existe un reouvrement de B par des ouverts anes Ui et, pour tout
i, un nombre ni d'ouverts anes (Vi, j)j∈Ji de A qui reouvrent ϕ
−1(Ui),
i.e.,
⋃
j∈Ji
Vi, j ⊃ ϕ
−1(Ui) ; 'est alors vrai pour n'importe quel reouvrement
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(Ui)i∈I par des ouverts anes. On a un arré ommutatif
R×
U
F
(pr2, α)
1×f
F × F
f×f
R
(s, b)
U × U
dont les morphismes vertiaux sont des revêtements étales et le morphisme du
bas est quasi-ompat. Soit (Vi)i∈I un reouvrement de U×U par des ouverts
anes et, pour haque i ∈ I, un reouvrement (Ri, j)j∈Ji de (s, b)
−1(Vi)
par un nombre ni d'ouverts anes. Comme 1 × f est quasi-ompat, on
peut reouvrir haque (1 × f)−1(Rij) par un nombre ni d'ouverts anes
(Wijk)k∈Kij . D'autre part, omme f × f : F ×F U ×U est quasi-ompat,
on peut reouvrir haque (f × f)−1(Vi) par un nombre ni d'ouverts anes
(Gil)l∈Li . Dès lors, les (Wijk)j∈Ji, k∈Kij sont des ouverts anes qui reouvrent
haque (pr2, α)
−1(Gil).
(a4) D'après le lemme 3.6, on a un arré 2-artésien
F
étale
étale
[F/R]
U
étale
[U/R],
don le morphisme [F/R] [U/R] est étale, quasi-ni et propre [DM, 4.11℄.
(b) Montrons que le fonteur F est essentiellement surjetif. Soit Y X
un morphisme étale et ni. Le morphisme Y ×X U U est toujours étale et
ni et on a un morphisme de groupoïdes
(Y ×
X
U)×
Y
(Y ×
X
U) (Y ×
X
U) Y
U ×
X
U U X.
Mais omme
(Y ×
X
U)×
Y
(Y ×
X
U) ≃ U ×
X
(Y ×
X
U)
≃ (U ×
X
U)×
U
(Y ×
X
U),
on voit que la présentation de Y ainsi obtenue est de la forme requise : 'est
un revêtement équivariant de R U .
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() Pour montrer que le fonteur F est pleinement dèle, soient F et G des
revêtements équivariants du groupoïde R U . Montrons que l'appliation
HomR U(F, G) hom[U/R]
(
[F/R], [G/R]
)
/isomorphismes
est injetive. Soient ϕ, ψ : F G deux morphismes équivariants et
[F/R]
ϕ/R
ψ/R
α [G/R]
un isomorphisme entre leurs images. Si l'on prend la bre de es atégories
brées au dessus de F , on obtient un isomorphisme
[F/R]F
(ϕ/R)F
(ψ/R)F
αF [G/R]F .
D'après la desription des bres d'un hamp algébrique quotient [V℄, ela
nous donne un isomorphisme
2-lim
T F
surjetif et étale
hom

T ×
F
T
T
,
R ×
U
F
F

(ϕ/R)F
(ψ/R)F
αF 2-lim
T F
surjetif et étale
hom

T ×
F
T
T
,
R ×
U
G
G

La atégorie de gauhe possède un objet partiulier, orrespondant au mor-
phisme anonique F [F/R] : regardons son image γ par αF . C'est un
2-morphisme de groupoïdes
T ×
F
T T
γ
R×
U
F F
R×
U
G G.
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Pour tout shéma W , on a don un 2-morphisme de groupoïdes
Hom(W, T ) ×
Hom(W,F )
Hom(W, T ) Hom(W, T )
Hom(W,γ)
Hom(W, R) ×
Hom(W,U)
Hom(W, F ) Hom(W, F )
Hom(W,ψ)Hom(W,ϕ)
Hom(W, R) ×
Hom(W,U)
Hom(W, G) Hom(W, G).
D'après le lemme 3.4, on a don Hom(W, ϕ) = Hom(W, ψ) pour tout W ,
don ϕ = ψ.
(d) Montrons que l'appliation
HomR U(F, G) hom[U/R]
(
[F/R], [G/R]
)
/isomorphismes
est surjetive. Soit don
F/R
ϕ
G/Rα
U/R
un morphisme de hamps au dessus de U/R. D'après le lemme 3.6, on a un
arré 2-artésien
F F/R
G G/R.
Comme dans le diagramme
F ×
F/R
F F
ψ
F/R
ϕ
G ×
G/R
G G G/R,
il existe une èhe en pointillés (qui fasse tout ommuter), à savoir
F ×
F/R
F F ×
G/R
F
ψ×ψ
G ×
G/R
G,
le morphisme ψ : F G est bien équivariant et son image est bien (isomorphe
au) morphisme (ϕ, α) dont on est parti. 
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Remarque 3.3.  Soient U = (R U) un groupoïde dans la atégorie des
ensembles et (F, pi : F U, α : R×U F F ) un ensemble U-équivariant.
R ×U F
α
F
pi
R
s
b
U
Cet objet équivariant dénit un groupoïde F = (R ×U F F ), dont les
morphismes soure, but, unité, inverse et multipliation sont respetivement
pr2, α,
e :
{
F R×U F
f (Idpi(f), f)
i :
{
R×U F R×U F
(ϕ, f)
(
ϕ−1, α(ϕ, f)
)
m :

(R s×pi
U
F ) pr2×α
F
(R s×pi
U
F ) R s×b
U
R s×pi
U
F R s×pi
U
F
(
ψ, α(ϕ, f), ϕ, f
)
(ψ, ϕ, f) (ψ ◦ ϕ, f).
On remarquera que F U est un revêtement de groupoïdes, i.e., pour
tout objet f ∈ ObF, on a une bijetion{
{ èhes de F partant de f } { èhes de G partant de pi(f) }
f
(ϕ, f)
α(ϕ, f) pif
ϕ
piα(ϕ, f).
En partiulier, le fonteur F U est dèle.
On remarquera aussi qu'un morphisme d'ensembles équivariants induit
un morphisme de groupoïdes.
Lemme 3.4.  Soient U = (R U) un groupoïde (dans la atégorie
des ensembles), F et G des ensembles U-équivariants, qui dénissent des
groupoïdes F = (R ×U F F ) et G = (R ×U G G) omme dans la
remarque préédente. Soient T un ensemble et h : T F une appliation,
qui dénit un groupoïde T = (T ×F T T ) et un morphisme de groupoïdes,
enore noté h, T F. Soient enn ϕ et ψ : F G deux appliations
équivariantes. S'il existe un 2-morphisme de groupoïdes γ : ϕh ψh
F ϕ
γT
h
h
G
F ψ
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tel que le diagramme
F ϕ
γT
h
h
G
g
F ψ
U
soit 2-ommutatif, i.e., gγ = Idgϕh = Idgψh, alors ϕ = ψ et γ = Id.
Démonstration : La situation est la suivante.
R×
U
G G
g
R ×
F
U F
ϕ
ψ
f
T ×
F
T T
γ
h
R U
On regarde T , G et F omme des atégories. Soit x ∈ T . Considérons le
fonteur g et plus partiulièrement l'appliation
g :
{
HomG(ϕhx, ψhx) HomU(fhx, fhx)
(α : ϕhx ψhx) (gα : fhx fhx).
En partiulier, l'image de
γx : ϕhx ψhx
est
gγx : fhx fhx.
Mais omme gγ = Id, on a gγx = Idfhx. D'autre part, omme le fonteur g
est dèle d'après la remarque 3.3, on a γx = Idϕhx et ϕhx = ψhx. 
Remarque 3.5.  En partiulier, pour T = F et h = Id, le lemme nous
dit que les seuls 2-morphismes de groupoïdes F G au dessus de U sont les
identités.
Lemme 3.6.  Soient X un hamp algébrique, R U une de ses présen-
tations et (F, pi : F U, α : R ×U F F ) un revêtement équivariant de
R U . On a alors un arré 2-artésien
F
pi
[F/R]
U X.
Démonstration : (a) Commençons par démontrer que l'on a un tel arré
2-artésien dans la 2-atégorie des groupoïdes si R U est un groupoïde et
F un ensemble équivariant. Le 2-produit-bré (F/R) 2× U/RU a pour objets{
(f, u, γ) ∈ F × U ×R : γ ∈ Hom
(
u, pi(f)
) }
et pour morphismes
Hom
(
(f, u, γ), (f ′, u′, γ′)
)
=
 (ϕ, ψ) ∈ Hom(u, u
′)× Hom(f, f ′) :
u
γ
ϕ
pi(f)
pi(ψ)
u′
γ′
pi(f ′)

=
{
(ϕ, ψ) ∈ Hom(u, u′)× Hom(f, f ′) : ϕ = Id,
ψ = (χ, f) ∈ R ×
U
F, α(χ, f) = f ′ et χγ = γ′
}
=
{
χ ∈ R : u = u′, s(χ) = f, α(χ, f) = f ′ et χ = γ′γ−1
}
=

∗ si u = u′, α(γ′γ−1, f) = f ′
(et s(γ′γ−1) = pi(f), mais 'est automatique)
∅ sinon
On onstate qu'il s'agit d'un ensemble muni d'une relation d'équivalene :
(f, u, γ) ∼ (f ′, u′, γ′)⇐⇒ α(γ′γ−1, f) = f ′.
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On remarque que tout élément (f, u, γ) est équivalent à un élément de la
forme (f ′, pi(f ′), Id) :
(f, u, γ) ∼
(
α(γ−1, f), pi(α(γ−1, f)), Id
)
.
D'autre part, deux élément de la forme (f, pi(f), Id) sont équivalents si et
seulement s'ils sont égaux. On a don
F/R 2×
U/R
U ≈ F.
(b) On peut supposer X = [U/R]. Soit maintenant T un shéma. Nous
allons montrer que le arré
FT [F/R]T
UT XT
est 2-artésien en exhibant une équivalene de atégories
FT ≈ UT ×
[U/R]T
[F/R]T .
Mais d'après [V℄,
[U/R]T = 2-lim
T ′ T
[U/R]T ′ T
où [U/R]T ′ T = hom

T ′ ×
T
T ′
,
R
T ′ U
 .
Nous allons don simplement montrer que l'on a un arré 2-artésien de
groupoïdes
FT ′ T [F/R]T ′ T
UT ′ T XT ′ T
où FT ′ T et UT ′ T sont des ensembles
Pour ela, il sut de montrer que le groupoïde
G1 = UT ′ T/RT ′ T : hom

T ′ ×
T
T ′
,
R
T ′ R
 hom

T ′ ×
T
T ′
,
U
T ′ U

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qui apparait dans (a) est équivalent à
G2 = XT ′ T = hom

T ′ ×
T
T ′
,
R
T ′ U

et d'appliquer (a).
À un objet du premier groupoïde, G1, i.e., à un morphisme de groupoïdes
T ′ ×
T
T ′ T ′
U U
on assoie un objet du seond, G2, par omposition
T ′ ×
T
T ′ T ′
U U
R U.
Cette appliation (entre les ensembles d'objets de nos deux groupoïdes) est
bijetive ar les seuls morphismes du groupoïde
T ′ ×
T
T ′ T ′
sont les identités et un morphisme de groupoïdes
T ′ ×
T
T ′ T ′
R U
préserve les identités et se fatorise don par
T ′ ×
T
T ′ T ′
U U
R U.
26
Regardons maintenant les morphismes de nos groupoïdes.
HomG1

T ′ ×
T
T ′ T ′
f ,
T ′ ×
T
T ′ T ′
g
U U U U

=

T ′ ×
T
T ′ T ′
α
R R
tels que sα = f et bα = g

=

T ′ ×
T
T ′ T ′
α
R R
bs
R U
tels que sα = f et bα = g

=

T ′ ×
T
T ′ T ′
α gf
R
s
b
U
tels que sα = f et bα = g

= HomG2

T ′ ×
T
T ′ T ′
f ,
T ′ ×
T
T ′ T ′
g
R U R U


4 Théorème de Van Kampen
Nous rappelons le théorème de Van Kampen tel qu'il est présenté dans
[G℄ ou [SGA1, IV.5℄, avant de le traduire dans un langage plus onret en
termes de arré oartésien de progroupoïdes.
Dénition 4.1.  Soit F : F C une atégorie brée et ϕ : X Y un
morphisme de C. On note pi et pij les diérentes projetions :
X ×
Y
X ×
Y
X
p12
p13
p23
X ×
Y
X
p1
p2
X
ϕ
Y.
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La atégorie des données de desente pour F relatives à ϕ, notée Descϕ,
a pour objets les (F, α), où F ∈ ObFX est un objet de F au dessus de X et
α : p∗1F p
∗
2F est un isomorphisme au dessus de IdX×YX tel que
p∗23p
∗
2F
p∗23p
∗
1Fp
∗
12p
∗
2F
p∗12p
∗
1F
p∗13p
∗
1F p
∗
13p
∗
2F
p∗
23
αp∗
12
α
p∗
13
α
et dont les morphismes (F, α) (F ′, α′) sont les morphismes f : F F ′
dans FX tels que
p∗1F
α
p∗
1
f
p∗2F
p∗
2
f
p∗1F
′
α′
p∗2F
′.
Remarque 4.2.  Soit F : F C une atégorie brée et ϕ : X Y un
morphisme de C. D'après [SGA1, IV.5℄, on a une équivalene de atégories
Descϕ ≈ 2-lim
(
FX FX×
Y
X FX×
Y
X×
Y
X
)
où le 2-système projetif est déni par :
(i) trois atégories FX , FX×
Y
X et FX×
Y
X×
Y
X ;
(ii) des fonteurs entre es atégories
FX
p∗
1
p∗
2
FX×
Y
X
p∗ij
FX×
Y
X×
Y
X ;
(iii) des 2-isomorphismes
FX×
Y
X
p∗
12
θ1FX
p∗
1
p∗
2
FX×
Y
X×
Y
X
FX×
Y
X
p∗
13
FX×
Y
X
p∗
12
θ2FX
p∗
1
p∗
2
FX×
Y
X×
Y
X
FX×
Y
X
p∗
23
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FX×
Y
X
p∗
13
θ3FX
p∗
1
p∗
2
FX×
Y
X×
Y
X
FX×
Y
X .
p∗
23
Dénition 4.3.  Soit F : F C une atégorie brée. On dit qu'un
morphisme ϕ : X Y de C est un morphisme de desente eetive si
le fonteur{
FX Descϕ
F (ϕ∗F, p∗1ϕ
∗F (p1ϕ)
∗F = (p2ϕ)
∗F p∗2ϕ
∗F )
est une équivalene de atégories.
Théorème 4.4.  Un morphisme ouvrant ϕ : X ∗ dans un topos
T est un morphisme de desente eetive pour la atégorie brée
assoiée au pseudo-fonteur
T Cat
T T /T
f f ∗.
Démonstration : Voir [G℄. 
Corollaire 4.5.  Un morphisme ouvrant ϕ : X ∗ dans un topos T
est un morphisme de desente eetive pour la atégorie brée assoiée au
pseudo-fonteur
T Cat
T SLCT /T
f f ∗
respetivement

T Cat
T SLCFT /T
f f ∗.
Démonstration : Il sut de remarquer que
(SLCT )/X ≃ SLC(T /X)
≃ SLCDesc(ϕ, T /·)
≃ Desc(ϕ, SLCT /·)
et de proéder de même pour le as de SLCF. 
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Proposition 4.6.  Soit T un topos, U et V des objets de T tels que
ϕ : U ∐V ∗ soit ouvrant et que U ×U ≃ U et V ×V ≃ V . On a alors un
arré 2-artésien de atégories et de fonteurs  image réiproque  de topos,
T T /U
T /V T /U × V.
Démonstration : On sait déjà que T ≈ Descϕ : nous allons expliiter la
atégorie Descϕ des données de desente et voir que ette desription est
la même que elle du 2-produit bré T /U ×T /U×V T /V : on pourra alors
onlure grae au théorème 4.4. Une donnée de desente relative à f est la
donnée de
 Un objet de T /U ∐ V , que l'on peut érire F ∐G, où F et G sont des
objets de T /U et T /V respetivement ;
 Un isomorphisme θ : p∗1(F ∐G) p
∗
2(F ∐G) tel que
q∗2(F ∐G)
p∗
23
θ
q∗1(F ∐G)
p∗
12
θ
p∗
13
θ
q∗3(F ∐G).
Or, on peut érire θ sous la forme
F |U×U ∐ F |U×V ∐G|U×V ∐G|V×V F ∐G|U×V ∐ F |U×V ∐G,
i.e., puisque F |U×U = F |U = F et G|V×V = G|V = G,
F ∐ F |U×V ∐G|U×V ∐G F ∐G|U×V ∐ F |U×V ∐G.
Une donnée de desente est don la donnée d'isomorphismes
F
α
F, F |U×V
β
G|U×V
G
δ
G, G|U×V
γ
F |U×V ;
tels que
F
α
F
α
α F
G
δ
G
δ
δ
G
G|U×V
γ
F |U×V
β
α F |U×V,
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i.e., α = Id, δ = Id, γ = β−1. On expliiterait de même les morphismes de
données de desente. En dénitive, la atégorie des données de desente est
équivalente à la atégorie des (F, G, β), où F et G sont des objets de T /U
et T /V et β est un isomorphisme F |U×V G|U×V : 'est exatement la
desription du 2-produit bré TU ×
T /U×V
T /V . 
Corollaire 4.7.  Soit T un topos, U et V des objets de T tels que
ϕ : U ∐V ∗ soit ouvrant et que U ×U ≃ U et V ×V ≃ V . On a alors un
arré 2-artésien de atégories et de morphismes image réiproque de topos,
SLCT SLCT /U
SLCT /V SLCT /U × V.
Démonstration : Comme SLC(T /X) = (SLCT )/X, il sut d'apliquer le
résultat préédent à SLCT . 
Corollaire 4.8.  Soit T un topos, U et V des objets de T tels que
ϕ : U ∐ V ∗ soit ouvrant et que U × U ≃ U et V × V ≃ V . Soient
 PU×V un ensemble de points-bases de T /U × V , au moins un dans
haque omposante onnexe ;
 PU un ensemble de points-bases de T /U , omprenant les images des
éléments de PU×V , ave au moins un point dans haque omposante
onnexe ;
 PV un ensemble de points-bases de T /V , omprenant les images des
éléments de PU×V , ave au moins un point dans haque omposante
onnexe ;
 P un ensemble de points-bases de T omprenant les images des élé-
ments de PU et PV ave au moins un point dans haque omposante
onnexe.
On a alors un arré 2-oartesien de progroupoïdes fondamentaux,
pi1(T , P ) pi1(T /U, PU)
pi1(T /V, PV ) pi1(T /U × V, PU×V ).
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Démonstration : On a un arré 2-artésien
SLCT SLCT /U
SLCT /V SLCT /U × V,
qui peut s'érire
Bpi1T Bpi1U
Bpi1V Bpi1(U × V )
où, pour simplier, on a noté
pi1T = pi1(T , P )
pi1U = pi1(T /U, PU)
pi1V = pi1(T /V, PV )
pi1(U × V ) = pi1(T /U × V, PU×V ).
D'après les hoix de points-bases que l'on a eetués, es morphismes provi-
ennent de morphismes de groupoïdes
pi1T pi1U
pi1V pi1(U × V ).
Remarquons que, pour tout groupe pi, on a Bpi ≈ hom(pi, Ens). On a don
B
(
pi1U
2
∗
pi1(U×V )
pi1V
)
≈ hom(pi1U
2
∗
pi1(U×V )
pi1V, Ens)
≈ hom(pi1U, Ens)
2×
hom
(
pi1(U×V ), Ens
) hom(pi1V, Ens)
≈ Bpi1U
2×
Bpi1(U×V )
Bpi1V
≈ SLCT
≈ Bpi1T .
Don,
pi1(T , P ) ≈ pi1(T /U, PU)
2
∗
pi1(T /U×V, PU×V )
pi1(T /V, PV ). 
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Nous allons maintenant voir que dans ertains as, ette 2-somme amal-
gamée peut se aluler omme une 1-somme amalgamée.
Lemme 4.9.  Soient des morphismes de groupoïdes
C
a
b
A
B
qui établissent des bijetions entre les ensembles d'objets. La somme am-
agamée A ∗C B est aussi une 2-somme amalgamée.
Démonstration : Nous allons montrer que A ∗C B vérie la propriété 2-
universelle d'une 2-somme amalgamée. Considérons une présentation de ha-
un de es groupoïdes
A =
〈
(ai)i∈I ; (ri)i∈I′
〉
B =
〈
(bj)j∈J ; (si)i∈J ′
〉
C =
〈
(ck)k∈K ; (ti)i∈K ′
〉
A ∗
C
B =
〈
(ai)i∈I , (bj)j∈J ; (ri)i∈I′, (sj)j∈J ′,
(
a(ck)b(ck)
−1
)
k∈K
〉
et un arré 2-ommutatif
C
a
b
A
f
B g D.
Montrons qu'il existe un diagramme
C
a
b
A
a′
f
B
b′
g
A ∗
C
B
h
β′
D.
α′
On peut dénir le morphisme h par
h(x) = f(x) si x ∈ ObC = ObA
h(ai) = f(ai) si i ∈ I
h(bj : x y) = αyg(bj)α
−1
x si j ∈ J.
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C'est bien déni, ar les relations h(ri) = Id (pour i ∈ I
′
) et h(sj) = Id
(pour j ∈ J ′) sont vériées ar elles le sont dans A ou B et les relations
h(a(ck)) = h(b(ck)) (pour k ∈ K
′
) sont vériées ar α est une transformation
naturelle :
x
ck
g(x)
αx
gbck
fx
fack
y gy αy fy.
On peut dénir α′ et β ′ par β ′ = Id et α′x = αx (pour x ∈ ObB = ObC).
On obtient bien un diagramme 2-ommutatif, i.e.,
gb
α′b
α
hb′b
ha ha′a.
β′a
Considérons un autre diagramme 2-ommutatif (h′, β, γ),
C
a
b
A
a′
f
B
b′
g
A ∗
C
B
h′
γ
D.
β
On veut montrer qu'il existe un unique
A ∗
C
B
h
h′
δ D
tel que
ha′
Id
δa′
h′a′
γ
f
et
g
α
β
hb′
δb′
h′b′
ommutent.
Si un tel δ existe, on a néessairement, pour tout objet x de A, γx ◦ δa′x =
Idx, i.e., δa′x = γ
−1
x ; or, omme a
′
est une bijetion sur les objets, on peut
identier x et a′x et érire
δx = γ
−1
x .
34
Cei montre que δ est unique. Vérions que δ, ainsi déni, est une transfor-
mation naturelle : il s'agit de montrer que pour tout morphisme ϕ : x y
de A ∗C B, on a
x
ϕ
hx
hϕ
δx
h′x
h′ϕ
y hy
δy
h′y
i.e.,
fx
hϕ
h′x
h′ϕ
γx
fy h′y.γy
Il sut de l'établir pour les générateurs ai et bj de A ∗C B. D'une part, on a
bien
fx
fai
h′x = h′a′x
h′ai=h
′a′ai
γx
fy h′y = h′a′yγy
ar γ est une transformation naturelle. D'autre part, omme le diagramme
(h′, β, γ) est 2-ommutatif, i.e.,
gbx
αx
βbx
fax
h′b′bx h′a′ax,
γax
et omme β est une transformation naturelle, i.e.,
gbx
βbx
gbj
h′b′bx
h′bj
gby
βby
h′b′by,
on a bien
gbx
gbj
αx
fax h′a′ax
γa′x
h′b′bx
h′bj
gby αy fay h
′a′ay
γa′y
h′b′by.
Par onséquent, γ est bien une transformation naturelle. Enn, on a
ha′
Id
δa′
h′a′
γ
f
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par dénition de δ et montrer
g
α
β
hb′
δb′
h′b′
se ramène à établir
gx
αx
βx
hb′x ha′x fx
h′b′x h′ax
γx
qui n'est autre que la 2-ommutativité du diagramme (h′, β, γ). 
Remarque 4.10.  Le même résultat s'étend à des progroupoïdes : on peut
érire A =  limλ∈ΛAλ, B =  limλ∈ΛBλ et C =  limλ∈Λ Cλ et reprendre
la même démonstration, en rajoutant  pour λ > λ0 ,  pour λ > λ1  ou
 pour λ > sup{ λ0, λ1 }  un peu partout.
Corollaire 4.11.  Soient T un topos loalement onnexe, U et V des
objets tels que U ∐ V ∗ soit un épimorphisme et tels que U × U ≃ U
et V × V ≃ V . Soit P = (pi : Ens SLCT )i∈I un ensemble de points-
bases de U × V , tel qu'il y ait au moins un point dans haque omposante
onnexe de U × V , U , V et ∗. On a alors un arré oartésien de groupoïdes
fondamentaux
pi1(T /U × V, P ) pi1(T /U, P )
pi1(T /V, P ) pi1(T , P ).
5 Théorème de Van Kampen pour les hamps
algébriques
Nous allons maintenant appliquer le orollaire 4.11 au topos Sh X des
faiseaux étales sur un hamp algébrique X .
Théorème 5.1.  Soient X un hamp algébrique, U et V des sous-
hamps ouverts tels que X = U ∪V et P = (pi : Ens SLCFSh X)i∈I
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un ensemble de points-bases de U 2× XV , ave au moins un point
dans haque omposante onnexe de U 2×XV , U, V et X. On a alors
un arré oartésien de progroupoïdes,
pi1(U ∩ V, P ) pi1(U, P )
pi1(V, P ) pi1(X, P ).
Démonstration : Comme U X est un sous-hamp ouvert, 'est un objet
de X ′
ét
, auquel orrespond un préfaiseau représentable U˜ , objet de Sh X ′
ét
.
Montrons que U˜ × U˜ ≃ U˜ dans Sh X . D'après le lemme 5.2, on a
U 2×
X
U ≈ U dans Champs
don, d'après le lemme 2.4,
U 2× U ≈ U dans Champs/X
don, d'après le lemme 2.2,
U × U ≃ U dans Cat(Champs/X).
Or, X ′
ét
est une sous-atégorie pleine de Cat(Champs/X), don
U × U ≃ U dans X ′
ét
don
˜U × U ≃ U˜ dans Sh X ′
ét
don (puisque le plongement d'Yoneda est exat à gauhe),
U˜ × U˜ ≃ U˜ dans Sh X ′
ét
.
On peut maintenant appliquer le orollaire 4.11 au topos Sh X ′
ét
et aux
objets U˜ et V˜ qui vérient bien U˜ × U˜ ≃ U˜ et V˜ × V˜ ≃ V˜ et U˜ ∐ V˜ ∗
est un épimorphisme (ar la famille (U ∗, V ∗) est ouvrante, don
(U˜ ∗, V˜ ∗) aussi). On a don un arré oartésien de progroupoïdes
pi1(Sh X
′
ét
/U˜ × V˜ , P ) pi1(Sh X
′
ét
/U˜ , P )
pi1(Sh X
′
ét
/V˜ , P ) pi1(Sh X
′
ét
, P )
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Les lemmes 5.3 et 5.4 montrent que Sh X ′
ét
/U˜ ≈ Sh U ′
ét
et Sh X ′
ét
/V˜ ≈
Sh V ′
ét
; d'autre part, d'après les lemmes 2.4 et 2.2 et omme le plongement
d'Yoneda est exat à gauhe,
U˜ × V˜ ≈ ˜U 2×
X
V ,
don
Sh X ′
ét
/U˜ × V˜ ≈ Sh (U 2×
X
V )′
ét
.
Finalement, on a un arré oartésien de progroupoïdes
pi1(Sh (U
2×
X
V )′
ét
, P ) pi1(Sh U
′
ét
, P )
pi1(Sh V
′
ét
, P ) pi1(Sh X
′
ét
, P ).

Lemme 5.2.  Si i : U X est un sous-hamp d'un hamp algébrique,
alors U ≈ U 2×
X
U .
Démonstration : Le sous-hamp i : U X est une sous-atégorie brée. La
bre au dessus d'un shéma T de la atégorie brée U 2×XU a pour objets les
(f, g, α), où f ∈ U(T ), g ∈ U(T ) et α ∈ HomX(T )(if, ig) = HomU(T )(f, g),
i.e., les diagrammes
T
f
g
α U,
et les morphismes (f, g, α) (f ′, g′, α′) sont les (ϕ, ψ) où
f
ϕ
if
iϕ
α
ig
iψ
g
ψ
f ′ if ′
α′
ig′ g′.
Mais tout (f, g, α) est isomorphe à (f, Idf , f) :
f
Idf
f
Idf
α
g
α−1
g
α−1
f f
Idf
f f.
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D'autre part les morphismes (f, f, Id) (g, g, Id) sont les (ϕ, ψ) tels que
f
ϕ
f
ϕ
Id
f
ψ
f
ψ
g g
Idg
g g,
i.e., tels que ϕ = ψ. Cela donne une équivalene de atégories
UT
(
U 2×
X
U
)
T
.

Lemme 5.3.  Si U X est un sous-hamp, on a une équivalene de
sites X ′
ét
/U ≈ U ′
ét
.
Démonstration : (a) Les objets de U ′
ét
sont les t : T U et les morphismes
(T, t) (T ′, t′) sont les (f : T T ′, α : t′f t),
T
f
t
T ′
t′
α
U,
modulo les T
f
f ′
θ T ′ tels que
t′f
t′θ
α
t′f ′
α′
t.
(b) Les objets de X ′
ét
/U sont les (T, s : T X, t : T U, β : ut s),
T
t
s
U
u
β
X,
modulo les T
t
t′
ϕ U tels que
s′t
s′ϕ
β
s′t′
β′
s
et les morphismes (T, s, t, β)
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(T ′, s′, t′, β ′) sont les (f : T T ′, α : t′f t, γ : s′f s) tels que
T
f
s
T ′
s′
γ
X
=
T
f
t
s
T ′
t′
α
s′
U
u
β β′
X,
i.e., γ = βαβ−1
modulo les T
f
f ′
θ T ′ tels que
s′f
s′θ
β
s′f
β′
s
et modulo un hoix diérent
de α.
() Nous allons montrer que le fonteur suivant est une équivalene de
atégories. 
U ′
ét
X ′
ét
/U
T
t
U
T
t
ut
U
u
X
	
T
f
t
T ′
t′
α
U
T
f
t
ut
T ′
t′
α
ut′
U
u
	 	
X
(d) Il est essentiellement surjetif, ar tout objet (T, s, t, β) est isomorphe
à un objet de la forme (T, ut, t, Id) par l'isomorphisme
(T, s, t, β)
(Id, Id, β)
(T, ut, t, Id).
(e) Montrons maintenant qu'il est pleinement dèle. Soient don (T, t) et
(T ′, t′) des objets de U ′
ét
. Montrons que l'appliation{
Hom
(
(T, t), (T ′, t′)
)
Hom
(
(T, ut, u, Id), (T, ut′, u, Id)
)
(f, α) (f, α, uα)
est bijetive. La surjetivité est imédiate, ar tout morphisme (f, α, γ) est
l'image du morphisme (f, α), ar γ s'exprime en fontion de f et α. Pour
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l'injetivité, il sut de remarquer que α est entièrement déterminé par la
donnée de f et uα : si
T
f
T ′
α
U
u
X
=
T
f
T ′
α′
U
u
X,
alors α = α′, ar le fonteur hom(T, U) hom(T, X) est pleinement dèle,
ar U est un sous-hamp.
(f) Enn, il s'agit d'une équivalene de sites, ar les topologies sont
dénies de la même manière : les familles étales surjetives (e sont les mêmes
dans X ′
ét
/U et U ′
ét
) sont dérétées ouvrantes. 
Lemme 5.4.  Soit U X un sous-hamp ouvert et U˜ le faiseau étale
sur X orrespondant. On a une équivalene de atégoriesSh X
ét
/U˜ ≈ Sh U
ét
.
Démonstration :
Sh X
ét
/U˜ ≈ Sh X ′
ét
/U˜ d'après le lemme 1.12
≈ Sh(X ′
ét
/U) d'après [SGA4, III.5.4℄
≈ Sh U ′
ét
d'après le lemme 5.3
≈ Sh U
ét
d'après le lemme 1.12.

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